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PLADERS BEREGNING VED SUCCESSIVE
APPROXIMATIONER
AF BENT CARDAN

Den fundamentale Differentialligning af 4. Orden til Behandling af
plane Plader (Lagrange’s Ligning)
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kan som bekendt deles i to Differentialligninger af 2. Orden (Poisson’s
Ligninger)
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vinkelrette Snit er konstant, er U en Skalar og benzvnes Skalarmomentet.
Poisson’s Ligninger er analoge med Differentialligningerne til Bestem:
melse af Momenter og Nedbejninger i Bjzlker.
Snitmomenterne bestemmes af felgende Ligninger:
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For Plader, der er simpelt understottede paa plane polygonale Rand-
kurver, bliver Randbetingelserne

U=0, u=0. )

Saadanne Plader kaldes statisk bestemte, idet Skalarmomenterne (og For:-
skydningskraefterne) kan beregnes uafhzngigt af Nedbejningerne.

U og u kan i dette Tilfelde opfattes som Nedbejningsflader (Strzk-
flader) for en elastisk Hinde, der er udspazndt med konstant Spalendh;g
—

over Pladens Randkurve og ‘belastet med henholdsvis p og U EI

Strzzkflader ses at vare analoge med Tovpolygoner for Bjzlker.

Beregning af Skalarmomenter.

I Fig. 1 er vist et Udsnit af en Plade, opdelt i kvadratiske Elementer
med Sidelinien 4. Den ydre Belastning tznkes virkende som Enkeltkrafter,
der angriber i Systempunkterne. Der betragtes nu den U:Flade, der har

m-I m m+ m-/ m m
n-/ : n-/
7 n
2
r1+/ n+l
o Redok
Fig. 1. Fig. 2.

Vardien 1 i Punkt (n, m) og Vardien Nul i Pladens evrige Systempunk-
ter. Ifelge (2) vil den hertil svarende Belastning vare den i Fig. 2 viste.
Det ses, at Kraftsystemet har Form som en v:Belastning. Kraften 4 kal-
des v=Kraften i Punkt (n, m), medens Krafterne — 1 kaldes de konjugerede
Krzfter. Mere almindeligt kan en v:Belastning skrives

_P
4 .
P P
=5+ 3 (6
_P
4

Den hertil svarende U:Flade har Vardien f_; i det Systempunkt, hvor

Kraften P (veKraften) virker, Verdien Nul i de evrige Systempunkter.



59

Tanker man nu Belastningen paa en vilkaarligt belastet Plade oplest i
Belastninger af Formen (6), kan Skalarmomentet i et vilkaarligt System:
punkt findes som Summen af v:Krafterne i Punktet, multipliceret med

Faktoren % Denne Oplesning udferes simplest ved Hjzlp af successive

Approximationer.

Principielt kan Fremgangsmaaden vazre felgende:

De virkende ydre Krzfter opfattes som v:Krzfter, og de tilsvarende
konjugerede Krazfter anbringes i de respektive Punkter. Derefter bort:
skaffes de konjugerede Krzfter ved Tilfejelse af Krafter, der er lig og
modsat rettede Summen af de i de enkelte Punkter virkende konjugerede
Krafter. De til dette nye Kraftsystem svarende konjugerede Krazfter bort:
skaffes ved Tilfojelse af et nyt Kraftsystem, og saaledes bliver man ved,
indtil de Kraftsystemer, man opererer med, er blevet saa smaa, at U-Fla-
den kan bestemmes med den enskede Nojagtighed. Eksempel 1 illustrerer
Fremgangsmaaden.

Eksempel 1.

Simpelt understettet kvadratisk Plade (Sidelinie I) med ensformigt for:
delt Belastning p, Fig. 3. Beregning af Skalarmomenter.

b2 b3 b, 4 a3 ¢, 4 d, 4
1000 | 1000 1000 1000 1000 1000
—500 | —250 | —500 | —500 | —250 | —1000
e S e 250 500 =] 500
— 250 —250
500 750 750 1000 1000 1000
—35 =125 —5%5 | —375 | —188 | —1000
—188 | —250 | —500 | —500
— 250 —250
375 563 625 875 938 1000
—281 | — 9 | —a8 | —281 | —15%6 | — 998
—156 | —235 | —469 | —438
—219 —250
281 469 516 750 844 938
ST LT o T 7 e B g ey v 7'
P e ) | T e ) el 7
— 188 —235
235 387 446 657 739 844
BT Yo s T gl T D e T (RS e
—112 | =185 | =370 | —328
=l —28]
193 335 378 563 651 739
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Paa Grund af Symmetrien er kun de markede 6 Punkter betragtet.
Dog maa man erindre, at der ved Beregningen af de konjugerede Krazfter
i et Punkt kommer Bidrag fra samtlige Nabopunkter.

Man ser af Skemaet, at de Krazfter, man efterhaanden tilfsjer, bliver
mindre og mindre, men Konvergensen er langsom. Dette skyldes, at de
tilfejede Krzfter kun bortskaffer de konjugerede Krzfter, der forefindes,
men ikke tager Hensyn til de konjugerede Krzfter, der kommer til.
Disse sidste kan man tage et vist Hensyn til ved at gere de tilfejede
v:Krzfter storre end Summen af de forhaandenvarende konjugerede
Krzfter. Derved kan Konvergensen fremskyndes betydeligt. Fremgangs-
maaden forklares lettest i Tilknytning til et Eksempel.

Eksempel 2.

Simpelt understettet kvadratisk Plade (Sidelinie I) med ensformigt fors
delt Belastning p, Fig. 3. Beregning af Skalarmomenter.

b2 b3 b, 4 €3 c, 4 d 4
ArLt 1000 1000 1000 1000 1000 1000
— 500 —250 | — 500 | — 500 | — 250 | — 1000
T T —250 (| — 250 | — 500 | — 500
—250 — 250
—250 | —1000 | — 1000 | — 750 | —5400
cl... — 1750
A i 500 1000 1750 2000 3500 6400
B raas 500 1000 1250 1500 1900
— 1000 —750 | —1350 | —2700 | — 1600 | —2400
cs —875 | — 800 | — 800 | — 400
—250 — 1500
(r PR 500 875 900 2000 1600 2400
YA 500 725 700 1000 800
— 800 —400 | — 600 | —1200 | — 600 | — 500
O) S —750 | — 450 | — 450 | — 150
— 150 — 400
dg .... 300 575 350 650 350 500
(- O 300 325 250 150 150
— 450 —150 [ — 125 | — 250 | — 125 | — 80
CF < —200| — 50| — 50 15
. — 50 — 100
A 150 75 — 75 150 60 80
Bl 50 25 15 50 20
— 50 15| — 20| — 40| — 20| — 6
Ol — 50| — 8| — 8| — 4
— 2 0
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b2 b3 b, 4 G3 c;d d 4
ds .. 0 12 13| — 2 4 5
2 SRS 8 4 3 2 l
— 8 — 4| — 1| = 2| — 1
Cs 0 0 0 0
0 0
ds .. 0 g|s="""2 0 0
= 3.808 5.616 6.154 8.500 9.385 10.385 xpa2
F= 0.0264 0.0390 0.0427 0.0590 0.0652 0.0721 x pl2
3.808 5616 6.154 8.500 9.385 10.385
2.808 0.952 2.808 2.808 1.539 9.385
Prove 1.539 2.346 4.692 4,250
2.125 2.596
2.808 4.616 5.154 7.500 8.385 9.385

I den vandrette Rubrik a; er angivet de ydre Krafter, i Rubrik b; de
dertil svarende konjugerede Krzfter. I Rubrik d, er under (b, 2) anbragt*
en Kraft, der oph=ver de konjugerede Krzfter i Punktet, altsaa Kraften
500, i Rubrik e; er tilfejet Kraf:
ten 500, som skal tage Hensyn 1.2 & 4
tili de kommende konjugerede
Krzfter. De til Summen af Kraf:
terne i d; og e, svarende konjus
gerede Krafter er anfert i Rubrik
¢;- I Rubrik d; er under (b,3)
anbragt en Kraft, der ophazver de ¢ o
konjugerede Krafter i Punktet,
altsaa Kraften 1000, i Rubrik e,
er yderligere tilfojet Kraften 1000.
Den til Summen af de 2 navnte
Krafter svarende konjugerede
Kraft, der angriber i (b,2), op- !
fores i Rubrik c,, medens de kon:
jugerede Krzfter, der angriber i Fig. 3.

(b,4) og (c,3), opferes i Rubrik

¢;. Det naste Punkt, der behandles, er (b,4). De tilfejede Krzfter er
1750+ 1250. Den konjugerede Kraft, der angriber i (b, 3), opferes i Ru-
brik c,, medens den konjugerede Kraft, der angriber i (c, 4), opferes i
Rubrik ¢,. Paa denne Maade fortsztter man, indtil man har varet alle
Systempunkterne igennem, hvorefter man begynder forfra. De i Rubrik d;
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staaende Krzfter ophzver som nzvnt Summen af Krzfterne i b, og ¢,
hvorimod Krafterne i e; skal imedegaa de kommende konjugerede Krzf-
ter, altsaa Krazfterne i ¢;. I d; skal derfor anbringes Krafter, der svarer
til Summen af Krzfterne i Rubrikkerne ¢, og e,.

Hvor store Krzfter, der skal anbringes i e, €,, €3, ***, kan man natur-
ligvis ikke vide paa Forhaand, det kan kun siges, at man skal vazlge
Krzfterne rigeligt store; har man valgt dem for store, viser det sig derved,
at de tilsvarende Krzfter i den paafelgende Rubrik d bliver negative.

I TS S o R n-l n ne
5 ' A TR
| g g
P=10000 a T
! & Lﬁ(‘_éléi‘
N b
L)
s c
L Fig. 5.
Fig. 4.

Saaledes er Kraften 250 i Rubrik e;, Punkt (b, 4) aabenbart lidt for stor,
idet Kraften i d, er blevet negativ (—75).

Det ses af Eksemplet, at Krafterne i Rubrikkerne e er valgt saaledes,
at Summen af Krzfterne i sammenherende Rubrikker d og e bliver runde
Tal, der er delelige med 4. Derved lettes Regningerne, og der indferes
ingen Unejagtigheder ved Udregningen af de konjugerede Krafter.

De segte Skalarmomenter U bliver lig Summen af Krafterne i Rubrik-

kerne d og e, multipliceret med Faktoren i
Kaldes den ovennzvnte Sum U, faar man

U = P+ 3R, (7)

hvor P er den givne ydre Belastning, og hvor 3R holder Ligevagt med
de konjugerede Krafter svarende til P+ 3 R. Belastes derfor Pladen med
U’ og de til U’ svarende konjugerede Krzfter, bliver den resulterende
Belastning den oprindeligt givne. Eller udtrykt paa en anden Maade:

Den numeriske Sum i et Systempunkt af de til en U'-Belastning svarende
konjugerede Krafter er lig U — P i Punktet.

Dette kan anvendes som en simpel Preve paa Regningens Rigtighed og
Nejagtighed. Preven er vist i Eksempel 2 og 3.
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Eksempel 3.

Simpelt understettet rektangulzr Plade (Sidelinier l og %I) belastet med
en Enkeltkraft i Punkt (b, 3), Fig. 4. Beregning af Skalarmomenter.

b2 |53 | b4 |b5|b6f|c2|e3|ct|c5|c6|d2]|d3|ds]|ds5]|d
10000
—2500 — 2500 — 2500
— 800/— 700/— 1000|— 300 — 800/— 700/— 1100] — 300 | — 100 || — 400 |— 1100| — 700 | —300 | — 1
— 400/— 1100, —700 | —300 — 200|—500| —400|—2
2500 800| 3200 1000 300 800[ 3600] 2200 1000| 400| 400| 1300 1200| 700| 3
700, 2000 800, 200{ 100/ 800 800] 700 200| 100 400| 700, 400| 100
— 700/—1000— 300— 100 l—1100— 700/— 300 — 125 —500 |— 400|— 200 | — 100
— 400|—1100— 700— 300{—125|— 200/— 500/— 400| —200 | —100|—200 |— 200/ —100 |—100|—
— 150/— 125/— 100|—100|— 150— 125— 100{—100 |— 50 AR ST D e 5
— 200— 200, —100 |— 100
400, 250/ 325 3000 125 650 725| 300, 325| 150/ 300 0—100| 85
2000 250 75| 100| 75| 150 751 100] 75{ 50| 100 40| 15
— 125— 100— 100— 50 — 200/— 100/— 100/— 50 O/ a2 o iy
— 200— 200/— 100— 100|— 50— 100 0 15— 25| O|— 60|— 40|— 25|— 25
50— 50— 50— 50[— 50— 50— 50— 50|— 10 10l 5}l §i—
— 60— 40|— 25[— 25
125 100 175| 100| 25| 2000 135\ 75| 75|— 15]— 40| 15| 15| 15
75| 100, 25| 100] 15| 40| 25| 25| 25|— 5 e | e | .
= 50(— 50— S0l— 10 B T ST e e gl
e R Ol eosln gt sl gol- st~ S~ &) - 0 ol 20— 5 10
300 0 15 s~ 10k sok- s i8] 10 L. 9. floiie
O~ fI—* 5|+ 19
7 T S T T R [ T T -~ &l="1l=
5 w15 31— gy sfeTs 2 S|
oi—sl- 0 10 T | S T T R = DRt s
sl N R | RS R N SO, | S SRR O
gt gl . g - g R | VR IO Vg ol ~—0F -3
o TN | A T
208l 1e= ikt a6 — S s = n- Bl= 4= 3 3|~ 10— 7
IS R e e 10 B Sy
5 . 2 B 4 - 4 1 0 3l e
s | & g ol a3 2l welos0 1 1
ek 1 i 1 fy | 11 0 ) |
Bf-ioibfmnid 1
AT T I ST S ] ] R e 0
e B S e
4038 13510] 4631] 1717] 593| 2644] 5369 3300 1642| 655 1167 2023 1555 896 3¢
1010, 3377| 1158 429| 148 61| 1342| 825| 411| 164| 292| 506 389| 224| ¢
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b2 | b3 | b4 | b5 | b6 c2|ce3|ct|c5|ca6|d2|d3|ds|ds5|d
4038| 13510| 4631| 1717| 593| 2644| 5369| 3300| 1642| 655| 1167 | 2023 1555| 896| 3
3377| 1010| 3377| 1158| 429 1010, 3377| 1158 429 148| 661 | 1342| 825 411 1
1158 429 148 1342| 661| 1342) 825| 411| 506 292| 506| 389
661 1342| 825 411 164 825| 411| 164 389 224 97
292 506| 389 224 97
4038| 3510 4631 1717| 593| 2644| 5369| 3300 1642| 656| 1167 | 2023| 1555| 897| 3

Pladerne i Eksempel 2 og 3 er behandlet i N. J. Nielsen: Bestemmelse
af Spandinger i Plader ved Anvendelse af Differensligninger. Resultaterne
fundne ved de to Metoder stemmer neje overens.

Beregning af Snifmomenter.

Snitmomenterne findes ved Hjxlp af Ligningerne (3), naar Nedbejnin-

gerne kendes. Nedbejningerne beregnes paa samme Maade somESkalarg

: v
momenterne, idet der som Belastning indgaar Sterrelserne U ~E hvor

U er de fundne Skalarmomenter. !

Beregning af Forskydningskrafter.
Forskydningskrefterne er bestemt ved Ligningerne (4) og er analoge
med Tvarkrefterne i Bjalker. Forskydningskrzfterne ved Pladekanterne
er analoge med Bj=zlkereaktionerne. Man faar (Fig. 5):

e q g
T—l(‘}U'—i—zpl). 8)

Seges saaledes Forskydningskraften i Punktet (a,4) i den i Eksempel 2
behandlede Plade, faas

T % (Tl 6,154 pA*+0,500 plﬂ) = 0,34pl.

Den nejagtige Beregning efter Levy’s Formler giver samme Resultat.
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